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A raiz de la reciente reforma curricular en Espafa, algunos medios de comuni-
cacion y administraciones educativas han puesto el foco de atencién en la regla de
tres, como ejemplo de una supuesta reducciéon de contenidos que desemboca en un
desprecio por el conocimiento. Si bien una caracteristica de los nuevos curriculos
[37, 38] es su apuesta por un enfoque competencial, que conlleva la eliminacién de
ciertos contenidos, primando los procesos, esto no implica ese desprecio por el saber.
Mas bien al contrario, se trata de que los aprendizajes sean significativos, duraderos
y transferibles.

No pretendemos con esta introduccién blindar los nuevos curriculos ante toda
critica, sino hacernos eco del populismo que subyace a senalar la desaparicién de la
regla de tres del curriculo de Primaria como una hecatombe educativa. En efecto,
se trata de una regla muy conocida y no es raro que una persona la sefiale como
lo tinico 1til que aprendié en las matematicas escolares. No nos llevemos a engano;
esta utilidad, como veremos, reside fundamentalmente en el campo de situaciones en
las que puede aplicarse, muy relacionadas con la vida cotidiana: recetas de cocina,
descuentos, etc.

Fernandez Lajusticia y Puig realizaron ya en esta Gaceta un andlisis fenomeno-
l6gico de los conceptos de razon, proporcion y proporcionalidad en el que no aparece
mencionada la regla de tres [18]. Esto no resulta sorprendente en absoluto, es la sim-
ple constataciéon de que no es un elemento esencial de la proporcionalidad. Es una
técnica que sirve para resolver un tipo de situacién concreta de proporcionalidad (los
problemas de valor perdido), dentro del universo fenomenoldgico. Una técnica que,
ademas, genera obstaculos de aprendizaje y que es contraria a lo que deberia hacerse
en clase de matematicas: abstraer el objeto matemaético a partir de la fenomenologia
en cuestion. La proporcionalidad es una vieja conocida de la didactica de la mate-
matica y quiza por eso ha sido empleada en investigaciones sobre los conocimientos
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y las competencias del profesorado, tanto en formacién como en ejercicio. En la Ga-
ceta nos encontramos también con el articulo de Llinares y Ferndndez [29], quienes
consideran la proporcionalidad, junto a otros objetos, para desgranar la competencia
docente «mirar profesionalmente» (professional noticing).

Somos conscientes de que no todos entendemos lo mismo por el término «regla
de tres». Por tanto, en primer lugar conviene definir a qué nos estamos refiriendo
cuando lo utilizamos. De esta forma, el articulo comienza con una revisién de la regla
de tres desde una perspectiva histérica. Posteriormente, centramos nuestra atencién
en otros posibles métodos para resolver problemas de valor perdido, tanto presentes
actualmente en los libros de texto como utilizados por los estudiantes. Esto permite
identificar ciertos obstaculos que originan algunas aproximaciones al objeto de la
proporcionalidad aritmética, lo que dard paso a una seccién final donde exponemos
algunas ideas sobre la ensenanza de la proporcionalidad mas alld de la regla de tres.

1. LA REGLA DE TRES DESDE UNA PERSPECTIVA HISTORICA

A finales del siglo XVI, Bernat Vila, un «mestre de escriure y comptar» de la
ciudad de Barcelona, escribia lo siguiente en sus Reglas brevs de Arithmetica [57,
f. 79v]h:

Es tanta la excelencia y grandeza de esta regla de tres que los aritméticos
practicos le dan (con gran razén) mil epitetos y alabanzas. Dicen que es
la més principal, la mas provechosa, la méas necesaria, la mas utilizada
en tratos, negocios y mercaderias, la més estimada y alabada por todos.
Que es regla Unica y general, que es regla dorada que excede a todas las
otras, asi como el oro finisimo de veinticuatro quilates aventaja y excede
a todos los otros metales. Que es el fin y la culminacién de todas las
operaciones de los niimeros. . .

Estas palabras pueden parecer exageradas, pero lo cierto es que reflejan de forma
bastante fiel el sentimiento generalizado de que la aplicacién de esa denominada
regla de tres permitia de un modo u otro resolver cualquier problema aritmético.
Para saber a qué se referia Vila al hablar de la regla de tres, podemos recurrir al
texto matematico impreso en Europa maés antiguo que se conserva: la Aritmética
de Treviso (un texto anénimo titulado realmente larte de labaccho y publicado en
1478). Alli encontramos la siguiente descripcién [3, pp. 59-60]:

La regla de las tres cosas es esta. Que ti debes multiplicar la cosa que
quieres saber con aquella que no tiene semejante, y partir por la otra. Y
el resultado que se obtendra sera de la misma naturaleza que la cosa que
tiene semejante.

El origen de esta regla es muy antiguo. Asi, en el Papiro de Rhind ya se encuen-
tran problemas resueltos mediante la aplicaciéon de secuencias de operaciones que
responden al esquema anterior. Sin embargo, la primera descripcién de esta regla en

1Todas las traducciones son propias. Cuando ha sido necesario, se ha modernizado la ortografia
y la sintaxis (excepto en los titulos).
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términos explicitos la encontramos en el Jiuzhang suanshu chino; en concreto en el
capitulo dedicado al intercambio de distintos tipos de granos cuyos «precios» (li)
son dados?. El procedimiento se describe del siguiente modo [10, p. 225]:

Se multiplica, por la cantidad de aquello que tenemos (shu), la li de
aquello que estamos buscando para asi obtener el dividendo. Se toma la
li de aquello que tenemos como divisor.

A pesar de que el procedimiento se introduce y se describe en un contexto muy
particular, el comentador Liu Hui anade la siguiente anotacién, que resulta tremen-
damente ilustrativa [10, p. 224]:

Este es un procedimiento universal. En el conjunto de las nueve partes
de las matematicas que dan su titulo a los capitulos podemos aplicar de
manera general las [, lo que llamamos «estar informado del pasado y
conocer el futuro» [...] asi, en dltima instancia, no hay nada que no se
convierta en este procedimiento.

Asi pues, podemos decir que la sistematizacién y la aplicaciéon general del pro-
cedimiento que hoy llamamos regla de tres es probablemente una aportaciéon china.
Este procedimiento comenzaria entonces un viaje progresivo hacia occidente, siendo
recogido en primer lugar por la cultura hindu; si bien no es descartable que la siste-
matizacién de la regla de tres surgiera en la cultura hindid de forma independiente.
Sea como sea, los mateméaticos del mundo drabe medieval encontraron aparente-
mente la regla de tres por primera vez en textos hindtes. De hecho [5], el persa
Al Biruni escribi6é un tratado titulado Fi rasikat al-Hind (rasika de los hindies)
dedicado especificamente a la regla de tres (trairasika).

Como hemos dicho, el &mbito de aplicacién de la regla de tres ya desde su apa-
ricién excedié el de los intercambios comerciales. Pese a ello, este siempre ocupd
un lugar especialmente significativo. Por ejemplo, al-Khwarizmi incluye en su Alge-
bra (al-Kitab al-Mukhtasar fi Hisab al-Jabr wal-Mugabalah) del siglo IX un capitulo
dedicado a «transacciones mercantiles» en el que se lee lo siguiente [46, pp. 68—69]:

Sabemos que todas las transacciones mercantiles entre personas, como
comprar y vender, intercambiar y contratar, siempre involucran dos no-
ciones y cuatro nimeros que son presentados por aquel que pregunta:
medida y precio, cantidad y suma. La medida se relaciona con la suma
y el precio con la cantidad. Tres de esos cuatro ntimeros siempre son
conocidos y el otro desconocido [...] El célculo en estas situaciones es
asi. Dados los tres nimeros, dos de ellos estan relacionados entre si. En-
tonces, multiplica estos nimeros relacionados y divide el producto por el
tercer niimero, que es el relacionado con el valor desconocido. El cociente
de esa division es el ntimero desconocido [...] De esta forma se resuelven
todos los calculos que importan en los negocios.

La vinculacién especial con los contextos comerciales se mantuvo en el viaje de
la regla de tres hacia el occidente europeo. Leonardo de Pisa (Fibonacci) introduce

2Sobre la problemdtica al respecto del significado y de la traduccién del término li ver [9,
pp. 424-425].
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la regla de tres en el Liber Abaci (1202) en un capitulo dedicado a «encontrar el
valor de mercancias mediante el método principal» [49, p. 27]. Del mismo modo,
Luca Pacioli titula la seccién de su Summa de arithmetica, geometria, proportioni et
proportionalita dedicada a la introduccién de la regla de tres como De regula trium
rerum qua mediante omnes mercatorie questiones solvuntur [42, f. 57r]. Hasta tal
punto es asi que en su Copendié de lo abaco (escrito en occitano y publicado en
Turin en 1492), el nizardo Frances Pellos escribia lo siguiente en su descripcién de
la regla de tres [43, f. 361

El primer nimero es causa comprada o vendida [...] el segundo nitimero
es siempre el valor por el cual has comprado o vendido [...] el tercer
numero siempre debe ser la causa que quieres saber.

En cualquier caso, las aplicaciones de la regla de tres iban mucho mas alla de
estas situaciones de compra-venta. Con el paso del tiempo la extensién de su uso
en situaciones cada vez mas variadas y complejas hizo que se introdujeran multiples
distinciones y clasificaciones orientadas posiblemente a facilitar la memorizacién de
los distintos procedimientos necesarios. Asi, entre los siglos XV y XVIII es comiin
encontrar en los textos dedicados a la aritmética la distincion entre regla de tres
legitima y bastarda, directa e inversa, simple y compuesta, con tiempo y sin tiempo;
asi como sus distintas combinaciones.

En el proceso de transmision de la regla de tres que estamos relatando, los mate-
maticos drabes medievales, al igual que en otros &mbitos cientificos, hicieron de nexo
de union entre las culturas orientales y la tradicién griega. No es de extranar entonces
que observaran y plasmaran por escrito la evidente relacién entre esa regla de tres de
los hindues, que tantos problemas practicos permitia resolver, y los conceptos abs-
tractos sobre proporcionalidad presentes, por ejemplo, en los Elementos de Euclides.
De este modo, se trataba de otorgar un cierto rigor a estos procedimientos practi-
cos [41]. Esta fusién, no exenta de problemas, quedé plasmada en practicamente la
totalidad de las obras aritméticas publicadas en Europa. Por ejemplo, Juan Pérez
de Moya indica en su Arithmetica practica y speculatiua que «La razén de lo cual [se
refiere al procedimiento de la regla de tres] consta por la decimonona [proposicién]
del [libro] séptimo de Euclides» [44, pp. 225-226]. En Inglaterra, Leonard Digges
escribia en su Stratioticos: «La demostracién de esta Regla estd fundamentada en la
Proposicién 19 del libro séptimo de los Elementos de Geometriay» [15, p. 29].

Incluso en aquellos textos que no mencionaban explicitamente a Euclides, la
terminologia propia de la proporcionalidad era utilizada con mucha frecuencia de
forma que la regla de tres se describia y explicaba haciendo uso de la idea de razén,
del concepto de cantidades proporcionales, etc. Entrando ya en el siglo XVIII, por
ejemplo, leemos lo siguiente en la Arithmetica demonstrada theorico-practica del
valenciano Juan Bautista Corachén [13, p. 200]:

Regla de proporcién es la que ensena el modo de hallar un ntimero incég-
nito por la proporcién que tiene con algunos conocidos, los cuales porque
son tres se dice regla de tres, y también de Oro, por la grande utilidad
que trae [...] La regla de tres simple es la que por solos tres niimeros
dados o conocidos ensena a hallar un cuarto nimero proporcional, como
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en esta cuestién. Un oficial en 4 meses gana 20 libras, ;cudnto ganara el
mismo en 8 meses? En donde son conocidos tres niimeros y se busca la

ganancia correspondiente a los 8 meses |...] han de tener la misma razén
los 4 meses a la ganancia 20 libras, que los 8 meses a la ganancia que se
busca.

Posteriormente, como culminaciéon de un progresivo proceso de aritmetizacién,
se produjo una cierta identificacion o equiparacion entre los conceptos de razéon y
fraccién. Esto, junto con el uso del lenguaje simbdlico, provocé que el procedimiento
mecanico que constituia tradicionalmente la regla de tres pudiese expresarse en tér-
minos de la igualdad de dos razones, de su denominada «propiedad fundamental»
y de los métodos para hallar medios o extremos proporcionales. La imagen de la
figura 1, que proviene de los Principios de Matemdatica de Benito Bails, ilustra esta
clara evolucion.

De la Regla de tres simple.

251. En la propiedad demonstrada (241) de la
Proporcion geométrica , se funda la regla muy cono-
Cida con ¢l nombre de regla de tres , que se reduce
& hallar el quarto término de una proporcion geomé-
trica quando son conocidos los otros tres. Porque si
@:b::¢c:r, hallaré el quarto término r = , pues

(241) ar=bc , y dividiendo cada miembro por a sal-

drir = =,

Figura 1: La regla de tres a finales del siglo XVIII [6, p. 129].

Con este enfoque, dirfamos méas moderno, se evitaba tener que presentar el pro-
cedimiento de la regla de tres de modo meramente memoristico que descansaba en
una serie de «ritos» [22] relacionados con la disposiciéon de los datos, los nombres
asignados a los valores, etc. Sin embargo, este tipo de aproximaciéon no resultaba
conveniente en la instruccién elemental, en la que los alumnos no disponian de las
herramientas conceptuales correspondientes. En consecuencia, el procedimiento clé-
sico seguia presente en un buen ntmero de textos, incluso en aquellos de un nivel
mas alto, puesto que, aunque se presentase un discurso similar al de la figura 1, no
era infrecuente que finalmente el autor optara por presentar el proceso mecénico
tradicional.

Ahora bien, aunque la relacién entre las operaciones efectuadas en el proceso
tradicional de la regla de tres y las propiedades de las cantidades proporcionales
es matematicamente evidente, también es cierto que estas operaciones admiten una
interpretacién en términos puramente aritméticos, atendiendo tinicamente a los sig-
nificados de la multiplicacion y de la divisién. El fragmento de la figura 2 recoge
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claramente esta idea. Proviene de un texto de pedagogia de la primera mitad del
siglo XIX. Nétese que el autor comete un error en el tltimo paso, ya que multipli-
ca en lugar de dividir, que seria la operacién necesaria para resolver el problema
correctamente.

La regla de tres tambien puede reducirse 4
an cilculo de quebrados , cuyo metodo es muy
sencillo, 4 1a par que vemtajoso acostumbrarse
4 presentar en forma de quebrado el cilculo
que se quiera. Ejemplo: 102 libras de azicar
han costado 15 pesos: jendntos, pues, costardin
1557 Da el raciocinio que la cantidad de azi-

102
car que corresponde d& cada peso es 35 ¢ por

consiguiente ; el precio de 155 libras serd

102.155
— pesos.

15

Figura 2: Uso del significado de las operaciones [48, p. 89].

Ya entrados en el siglo XX, José Maria Eyaralar, licenciado en Ciencias por la
Universidad de Zaragoza en 1912, becado por la Junta de Ampliacién de Estudios
(1922) para formarse en Francia, profesor de Matematicas y de Metodologia de las
Matemaéticas en la Escuela Normal de Barcelona, y finalmente encarcelado y purgado
durante el franquismo, transmitia esta idea de modo més académico [16, p. 387]:

Opinamos que no se debe hablar al alumno de la proporcionalidad nu-
mérica ni de su aplicaciéon inmediata, la regla de tres, como suele darse.
Con ello se le descarga de un bagaje no solo initil sino perjudicial. Initil
desde el punto de vista practico, porque el medio verdadero de resolver
los problemas de reglas de tres es el empleo del coeficiente [en cursiva en
el original]. Perjudicial, porque conduce la rutina de las reglas de tres,
sacadas maquinalmente con perjuicio de la educacién intelectual.

Ahora, tras varios miles de afios de historia y evoluciéon se ha producido una
especie de metonimia en lo que se refiere al término «regla de tres». Inicialmente,
la regla de tres hacia referencia univocamente a una serie de operaciones mecdanicas
conducentes a obtener la solucién de un determinado problema (de ahi la denomina-
ci6n de regla). La incorporacién de conceptos abstractos (razones y proporciones),
el uso de nuevos sistemas de representacién (notacién fraccionaria, simbolismo alge-
braico) o el recurso a los significados de las operaciones en una buisqueda de mayor
sencillez supusieron la progresiva aparicién de distintas estrategias de resolucién pa-
ra una misma familia de problemas. Desde un punto de vista técnico, en el ambito
de la Didactica de las Matematicas nos referimos a este tipo de problemas como
problemas de valor perdido, o faltante, en situaciones de proporcionalidad [14].
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En la cita anterior de Eyaralar se habla de «problemas de regla de tres». Actual-
mente, al menos en los libros de texto, no es habitual encontrar dicha expresién, ya
que esta identificacion entre el método de resolucién y el tipo de problemas en que se
aplica podria llevar a pensar que ese es el tinico o el mejor método para resolverlos.
Sin embargo, si es habitual encontrar expresiones como la siguiente [2, p. 151]:

La regla de tres simple directa es un procedimiento para hallar una can-
tidad desconocida que forma proporcién con otras cantidades conocidas,
correspondientes a dos magnitudes directamente proporcionales.

Esta supuesta definiciéon es claramente insatisfactoria puesto que, como hemos
visto, son miltiples los métodos que permiten hallar esa cantidad desconocida. Es
decir, con esta idea, cualquier método de resoluciéon de problemas de valor perdido
podria considerarse una regla de tres; provocandose una evidente confusion.

Asi pues, pensamos que el enfoque adecuado consiste en considerar que la regla
de tres es solo uno de los distintos métodos posibles que existen para resolver pro-
blemas de valor perdido en situaciones de proporcionalidad. En particular, se trata
del método més antiguo desde el punto de vista historico; consistente en aplicar de
manera algoritmica, mecanizada y sin justificacién una férmula (es decir, una serie
de operaciones con los datos) que varfa en funcién de si estamos en una situacién
de proporcionalidad directa, inversa, simple, compuesta, etc. La figura 3 ilustra la
presencia ya en el siglo XXI de lo que nosotros consideramos como regla de tres.

Para resolver problemas
con proporciones
tradicionalmente se ha
utilizado la regla de
tres simple directa.

8 limones 2 litros
x limones ____ 6 litros

x:%—é—axzza

Figura 3: Regla de tres en el siglo XXI [58, p. 142].

2. OTRAS ESTRATEGIAS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS DE VALOR
PERDIDO

En la seccion anterior hemos presentado el método que denominamos regla de
tres. En este apartado mostramos distintas estrategias para resolver problemas de
valor perdido en situaciones de proporcionalidad simple directa (una discusion si-
milar, con las adaptaciones necesarias, seria posible para la proporcionalidad simple
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inversa, asi como para la proporcionalidad compuesta [35]). Estos problemas pueden
englobarse dentro de los problemas aritméticos con varias operaciones combinadas,
segin la terminologia usada por Puig y Cerdén [45], y pueden ser resueltos siguiendo
diversas estrategias estudiadas y clasificadas en distintos trabajos [14, 25, 26, 56].

Un problema de valor perdido aparece en un contexto de relaciéon funcional entre
dos magnitudes My y My, f: My — My dada por 2o = f(21) = k- 21, que quedaria
determinado por el esquema de problemas multiplicativos de una etapa que involucra
dos isomorfismos de medidas y dos problemas de comparacién [11, 36], tal y como
se esquematiza en la figura 4.

M, —> M,

a; | ——=| az

bl — X

Figura 4: Esquema de problemas multiplicativos de una etapa.

Una primera estrategia pasa por el cdlculo de una razén dentro de una misma
magnitud ¢ = by /a;, de forma que la razén aparece como un escalar o indice com-
parativo. En una segunda etapa, se utiliza la razén anterior para calcular el valor
desconocido, = ¢ - ag. Es decir, resolver consecutivamente (de izquierda a dere-
cha en el esquema de la figura 4) los dos problemas de comparacién multiplicativa
verticales. Distintos autores denominan esta estrategia como estrategia escalar o de
factor de cambio, debido a ese primer cilculo (cuatro es el cuddruple de uno, en el
ejemplo de la figura 5).

EJEMPLO. Para hacer 1 litro de batido se necesitan 3 bolas de hela-
do, y para hacer 2 litros, é bolas. ;Cuantos litros de batido se ob-
tendran con 12 bolas de helado?

Construimos una tabla:

/\>’<Z X4
Litros de batido 1 2 3 b
Bolas de helado | 3 6 9 12 |

\_/;(2 X b

Al utilizar el doble o el triple de helado obtenemos el doble o el
triple de batido. Son magnitudes directamente proporcionales.

Asi, se obtendran 4 litros de batido con 12 bolas de helado.

Figura 5: Estrategia escalar para la resolucién de un problema de valor perdido [58].
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Otra estrategia pasa por, en una primera etapa, calcular alguna de las dos razones
que relacionan las magnitudes M; y Ma, por ejemplo, f(1) = k = as/a;. En una
segunda etapa, se utiliza la razén anterior para calcular el valor desconocido, z =
k- by. Es decir, se resuelven consecutivamente (de arriba abajo en la figura 4) los
dos problemas de isomorfismo de medidas horizontales. Esta estrategia se denomina
estrategia funcional debido a que se calcula la constante de proporcionalidad k. Otros
autores se refieren a ella como estrategia de razén externa o de reduccion a la unidad

(figura 6), puesto que dicha k se corresponde con el valor que toma My por cada
unidad de Mj.

Tres chocolatinas pesan 60 gramos. ;Cudnto pesan cuatro chocolatinas?

I |

N.° DE CHOCOLATINAS PESO (g

3 ——m8 —— 60

REDUCCION
% ? 13 =
A LA UNIDAD 1 . 60:3=20g

4 : 20-4=80g

Solucidén: Cuatro chocolatinas pesan 80 gramos.

Método de reduccién a la unidad
Consiste en calcular, primero, el valor asociado a la unidad.

Conociendo ese valor, es ficil completar cualquier par de valores correspon-
dientes.

Figura 6: Estrategia funcional de reduccién a la unidad [12].

Como podemos observar en la figura 6, el valor de k se identifica con una cantidad
de la magnitud M; (en el ejemplo, gramos). Sin embargo, otros textos, como el de la
figura 7, identifican dicho valor con una cantidad de una nueva magnitud intensiva,
obtenido como el cociente entre My y M (en el ejemplo, km/h). Més atin, es posible
encontrar textos en los cuales el valor de esta constante es adimensional (figura 8).

Un coche recorre, a velocidad constante, 240 km en 3 horas. ;Cuidntos
kilémetros recorrerd en 7 horas?

CASO 1: Reduciendo a la unidad
@ calculamos el recorrido en 1 hora: 240 km: 3 horas = 80 km/hora

@ Multiplicamos la unidad (lo recorrido en una hora) por la cantidad
que buscamos: 80 km/h x 7 h = 560 km

Figura 7: Estrategia funcional de reduccién a la unidad [32].

Junto con las estrategias multiplicativas anteriores, Tournaire y Pulos [54] sena-
lan las estrategias de construccidn progresiva (ver, por ejemplo, la figura 9). Estas
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En una fruterfa, el precio de 10 naranjas es de 180 pta. ;Cémo relle-
narfas la siguiente tabla?

Numero de naranjas I 5 Jr 10 H_ 15 ‘
Precio (pta) 180 ]_ _J

Tienes que calcular el precio de una naranja (reduccién a la unidad)
y multiplicarlo después por el nimero correspondiente de unidades de
fruta. Asi, una naranja vale: 180 : 10 =18 prta.

Nimero de naranjas 1 5 10 15
Precio (pta) 18 18:5=90 180 18-15=270

Observa que el precio de una naranja y la constante de proporciona-

lidad di o mi 18 90 180 270
idad directa es lo mismo, ya que: —=—=——=—=
VAMETTTS 0 15
Esto ocurre siempre que trabajemos con dos magnitudes directamente
proporcionales. Por tanto, para utilizar el método de reduccién a la
unidad es necesario hallar la constante de proporcionalidad direcra.

18

Figura 8: Estrategia funcional de reduccién a la unidad [47].

estrategias se sustentan en la linealidad de la funcién de proporcionalidad directa.
De este modo, si se encuentra una descomposicién del tipo pa; + Aa; = by, las
propiedades definitorias de la funcién lineal aseguran la igualdad:

z = f(b1) = f(par + Aa1) = pf(ar) + Af(ar) = paz + Aas.

2 S

| Si sabemos el precio de cuatro camisetas para mi equipo de fatbol,

; sabemos los precios de cualquier nimero de ellas. Ve rellenando la
tabla conforme contestas a nuestras preguntas.

>4

Y Sabemos que 2 camisetas valen 30 €, 4 valen 60 € y 1 camiseta vale
15 €. ;Cuanto valdrin 8 camisetas? El doble de 4, que es 120 €.

;Y 6 camisetas? Pues la suma de 4y 2, 90 €.

¢A que ya sabes rellenar los huecos para 3, 5y 7 camisetas?

1 2 3 4 | s 6 7 8
15 [ 30 | - [ 60 [ [ 90 « | 120]

Figura 9: Estrategia de construccién progresiva (f(6) = f(4) + f(2)) [31].

Esta estrategia de construccién progresiva, que Vergnaud también denomina de
descomposicion escalar [56], se basa en una descomposicion aditiva de la razon in-
terna considerada en la situacién. Sin embargo, también seria posible realizar una
descomposicién andloga para la razoén externa entre distintas magnitudes que, aun-
que es numéricamente correcta, carece de un sentido fisico claro. Esta estrategia,
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se denomina de descomposicion funcional y estd relacionada con la estrategia de
construccidn de patrones descrita por Lamon [25, 26].
Ejemplificamos la distincién anterior con el siguiente problema de valor perdido:

Abriendo un grifo 4 horas conseguimos echar 562 litros de agua en una
piscina. ;Cudnta agua echaremos abriendo ese mismo grifo durante 6
horas?

Una estrategia de construccién progresiva procederia del siguiente modo: como en 4
horas echa 562 litros, en 2 horas echard 281 litros. Como, ademas, 6 horas es la suma
de 4 horas y 2 horas, en este tiempo echara 562 + 281 = 843 litros. Por el contrario,
una estrategia de descomposicién funcional consistiria en observar que la cantidad
de litros se obtiene como 140 veces el niimero de horas méas la mitad del niimero de
horas y, por tanto, se concluiria que en 6 horas se echaran 140 - 6 + %6 = 843 litros.
Finalmente, otra manera de resolver este tipo de problemas consiste en plantear
una ecuacién a partir de una igualdad entre razones construidas con los datos del
enunciado y la incognita:
2 _ T o bien b—l = i.
a; b a;  az
Una vez planteada esta ecuacién, puede resolverse mediante procedimientos alge-
braicos, como se aprecia en la figura 10; o bien recurriendo a propiedad fundamental
de las proporciones, que senala que el producto de medios es igual al producto de
extremos (figura 11). Por esta tltima razén, Cramer y Post llaman a este procedi-
miento algoritmo de los productos cruzados [14].

\ S T T T T 1] 145 T T H
*E;;:WJO%M T T ;

nas| consumen 5 kg depiens

' e
f:\\“j‘i ] A
< L/ ! 120 gallinas_consumen f ae,},p'efn' }
o | L L8
EF = [T T
| ntonces: ——|= —— WiEi
ﬁ 20 1{
g 1 60 -
I e 1 == = =17 |
(5‘ Despe ‘,do x, s¢ Liene/que x =0 2
Asi| 120 gallina sitan|1  pienso. ]
\g cesitan e plenso ﬁad;L?m B ;
q ]
p T I o R - I Y R O D ™~ s ==

Figura 10: Estrategia de algoritmo de productos cruzados resuelto por procedimien-
tos algebraicos [47].

3. ENSENANZA DE LA PROPORCIONALIDAD ARITMETICA. MAS ALLA
DE LOS PROBLEMAS DE VALOR PERDIDO

Tal y como hemos mencionado en la introduccién, la utilidad percibida de la regla
de tres esta vinculada fundamentalmente a la resolucién de problemas «cotidianos»
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Francinnes equivalentes en las tahlas de valores
directamente proporcionales

Tomemos la tabla de valores del problema anterior, que relaciona el niimero de
chocolatinas con su peso.

Observa que con dos pares de valores correspon
dientes se construyen dos fracciones equivalentes;
1 _20

= =

220 o 1.40 - 2.20
2 40 20 20

3_60 ., 3.80 - 460
AR =
4 80 240 240

Comprueba que ocurre lo mismo con nuevos valores de la tabla.

Nos apoyaremos en esta propiedad para justificar un nuevo método para la re-
solucién de problemas de proporcionalidad: la regla de tres.

Figura 11: Argumentacién previa para despejar la incognita en el algoritmo de
productos cruzados [12].

concretos. Pensamos que la ensefianza de las matematicas no deberia reducirse a la
ensenanza de un listado de técnicas para resolver problemas especificos, sino que la
resolucién de problemas debe ser el medio a través del cual se construyan los objetos
matemadticos [8]. En el caso de la proporcionalidad, hemos visto que los problemas de
valor perdido admiten multiples estrategias de resoluciéon que involucran implicita
o explicitamente multitud de objetos matematicos y modos de razonamiento (mag-
nitud, razoén, fraccion, proporcién, constante de proporcionalidad, funcién lineal,
covariacién, ecuacién, etc.).

De hecho, la proporcionalidad es un fenémeno que engloba muchas otras situa-
ciones y hunde sus raices en el trabajo con magnitudes en los primeros anos, con
enfoques menos numéricos y més cualitativos [39] y es una constante en el curricu-
lo hasta los ultimos afios de Secundaria y primeros afios de Bachillerato, donde se
aborda con enfoques basados en la modelizacién funcional [19]. Comprender, por
ejemplo, que un refresco sabe mas a limén que otro porque hemos echado més zumo
y menos agua, ya exige un grado de abstraccién. Este proceso de abstraccién entron-
ca con el razonamiento propio de la aritmética, en el que cada uno de los nimeros
implicados en la resoluciéon de un problema contextualizado tiene un significado pre-
ciso, dependiente del contexto especifico. Ahora bien, un mismo problema puede ser
abordado de miiltiples maneras, cada una desde un nivel de abstraccién diferente.
Godino y colaboradores [20] distinguen diversos niveles de algebrizacién, que permi-
ten ubicar al objeto de la proporcionalidad [21] en el seno del curriculo, abriendo la
puerta a definir tres significados de la proporcionalidad: aritmético, proto-algebraico
y algebraico-funcional. A estos tres significados habria que anadir el correspondiente
a un nivel menor de abstracciéon, un significado informal o cualitativo, puesto de
manifiesto en la argumentacién que surgiria en torno a la situacion del zumo.
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A lo largo de las diferentes etapas educativas, el desarrollo del razonamiento pro-
porcional puede ir ligado al desarrollo de otros conceptos como el de multiplicacién
de niimeros enteros [23] o la comprensién del niimero racional [27]. Asi, el razona-
miento proporcional, como razonamiento aritmético, tiene importancia en si mismo.
Prueba de ello es el interés en desarrollar lo que se denomina sentido numérico [1, 53]
que queda patente en los nuevos curriculos en Espana al configurarse como conjun-
to de saberes, tanto en Primaria como en Secundaria. La utilizacién de técnicas
algebraicas, puramente sintacticas, antes de tiempo puede inhibir el desarrollo del
razonamiento proporcional.

Ademas, la transicion entre la educacién Primaria y Secundaria en el sistema
educativo espanol coincide con la etapa de transicién entre el pensamiento aditivo
y multiplicativo [17]. La educacién en esta etapa debe promover el paso hacia un
razonamiento proporcional multiplicativo de forma que los alumnos puedan gestionar
de forma critica las situaciones apropiadas donde pueden aplicarlo, distinguiendo
situaciones proporcionales y no proporcionales [55] de manera significativa.

La comprensién de las estructuras multiplicativas [56] resulta un elemento clave
para el desarrollo del razonamiento proporcional, tanto si nos centramos en las re-
laciones simples directas [24, 26, 51, 55], como si incluimos las situaciones inversas
y compuestas [4, 28]. Unas piezas fundamentales de la estructura multiplicativa son
los problemas de isomorfismo de medidas, que aparecen en las situaciones de pro-
porcionalidad simple directa y construyen el significado de las magnitudes intensivas
cociente y los problemas de producto de medidas que dan significado al producto de
magnitudes, especialmente si estas son extensivas [56].

Para potenciar el desarrollo del razonamiento proporcional, los estudiantes deben
enfrentarse a diferentes tipos de tareas ricas y no rutinarias [14, 50]. Una clasificacién
ampliamente utilizada de tareas de proporcionalidad se basa en la distinciéon entre
problemas de valor perdido y problemas de comparacién, tanto cuantitativa como
cualitativa. Como ya hemos visto, en un problema de valor perdido se proporciona
una pareja de valores relacionados (a1, az) y se solicita el valor  correspondiente a
una de las magnitudes en otra pareja de valores relacionados (b1, ), donde el valor
b1 también lo proporciona el enunciado del problema. Los problemas de comparacién
numérica o cuantitativa ponen en juego dos (o més) situaciones diferentes de propor-
cionalidad simple que involucran la misma pareja de magnitudes, referidas a objetos
diferentes. Las constantes de proporcionalidad para cada una de las situaciones, k1
y ko respectivamente, pueden no ser iguales. En este caso, el enunciado del proble-
ma proporciona dos parejas de valores relacionados (ag, az2) v (b1,b2), una por cada
situacién. El problema, de forma directa o indirecta, solicita comparar los valores ky
y k2. Un ejemplo de problema de comparacién cuantitativa serfa el siguiente:

La receta de limonada de Maria indica que hay que mezclar 0,5 litros de
zumo de limon con 1,5 litros de agua. La receta de Pedro dice que hay
que mezclar 1,5 litros de zumo de limén con 5 litros de agua. sCudl de
las dos recetas dard un sabor a limén mds fuerte?

Por tltimo, los problemas de comparacion cualitativa tienen una estructura si-
milar a la de los problemas de comparacién cuantitativa. Sin embargo, en este caso
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el enunciado proporciona comparaciones (cualitativas) entre los valores para ambas
situaciones sin dar explicitamente dichos valores. Como en el caso cuantitativo, el
problema solicita, bien sea de forma directa o indirecta, comparar k1 y ko con la in-
formacion cualitativa dada. Utilizando una estructura similar al anterior construimos
el siguiente ejemplo de problema de comparacion cualitativa:

Para hacer limonada mezclando zumo de limon y agua, Maria usa mds
zumo de limon que Pedro. Sabemos también que Pedro ha usado mas agua
que Maria. ;Qué limonada tendrd un sabor mds fuerte, la de Maria o la
de Pedro?

A pesar de que la distincién anterior es cldsica en la investigacién en educacién
matematica, y que tanto los problemas de comparacién cuantitativa como cualitativa
poseen un gran potencial para el desarrollo del razonamiento proporcional [33], la
practica educativa suele basarse en la resolucion de problemas de valor perdido, casi
de forma exclusiva.

Ademads de ampliar los tipos de problemas que se presentan, la instruccién no
deberia basarse en técnicas especificas para cada tipo de problema, que, ademas,
segun senalan diferentes estudios, suelen presentarse algoritmizadas escondiendo la
naturaleza del fen6meno que se estudia [52, 55]. En este sentido, se puede observar
c6mo, incluso dentro de una misma estructura multiplicativa, algunos libros de texto
presentan técnicas diferentes de resolucién dependiendo del contexto. Asi, por ejem-
plo, los problemas de interés simple pueden recibir un tratamiento desconectado al
que reciben de forma general los problemas de proporcionalidad compuesta, aunque
sean un caso particular de estos [34]. Estas caracteristicas de algunos libros de texto
promueven un modelo de ensefianza enfocado en destrezas [7, 30] ya que «descri-
ben un enfoque que contempla el aprendizaje matematico como la memorizacién
de destrezas basicas a través de la repeticion, y el objetivo principal es adquirir un
conjunto de reglas, férmulas y procedimientos» [30, p. 2]. Aunque los estudiantes
puedan adquirir un nivel alto de destreza a través de la repeticién acritica de técni-
cas y procedimientos, bajo este enfoque, se les considera seres que en su mayoria son
incapaces de comprender muchos de los conocimientos matematicos. Frente a estos
enfoques, algunas propuestas de ensenanza de la proporcionalidad que hacen énfasis
en los conceptos bésicos, sus significados y las caracterizaciones de las relaciones de
proporcionalidad han mostrado potencial para promover que el alumnado sea capaz
de resolver una amplia variedad de problemas sin necesidad de ser instruidos en
técnicas especificas para cada uno de ellos [33, 40].

4. CONCLUSION

La proporcionalidad aritmética es uno de los contenidos, o saberes, mas impor-
tantes de la matemaética escolar. Lo ha sido, de hecho, a lo largo de toda la historia
de la ensenanza de las mateméticas. Como consecuencia de una préctica educativa
basada fundamentalmente en la adquisicién de una serie de destrezas y técnicas de
resolucién de problemas, una buena parte de la poblacién identifica la proporciona-
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lidad con una de sus técnicas asociadas mas reconocibles que, ademas, resulta tener
nombre propio desde hace siglos: la regla de tres.

Esta identificacién, unida a una idea relativamente poco clara del significado del
término «regla de tres» y a una cierta mitificacién del mismo, pueden explicar, en
parte, el revuelo ocasionado a raiz de la aprobacion de los nuevos curriculos, en los
que dicho término no aparece mencionado explicitamente. Por una parte, en estas
paginas hemos tratado de presentar una idea clara de la regla de tres a partir de
su origen y de su evolucién histérica. Por otra parte, hemos intentado mostrar su
caracter limitado como técnica de resolucién de problemas, asi como su inadecuacion
desde un punto de vista didactico dentro del amplio panorama del razonamiento
proporcional.

Como profesionales de las mateméticas y de la educaciéon mateméatica, pensamos
que una de nuestras principales labores es la de contribuir a que nuestros estudiantes
logren aprendizajes significativos y a que adquieran competencias que les permitan
desenvolverse en una sociedad en la que es cada vez mas necesario disponer de herra-
mientas vinculadas al pensamiento mateméatico. Para conseguirlo es indispensable
que nuestra practica docente no se oriente prioritariamente hacia la mecanizaciéon en
la resolucién de problemas especificos, sino que se centre en la construcciéon por parte
de los estudiantes de la estructura conceptual a la que dan lugar dichos problemas.

Pero, ademaés, hemos de tener en cuenta que el conocimiento matematico es un
fenémeno social y cultural. Por tanto, y en parte como consecuencia de lo anterior,
también hemos de contribuir a que la sociedad adquiera un visiéon realista de las
matematicas mas alla de la idea, relativamente extendida, de que estas consisten
esencialmente en una serie de reglas, y que «hacer matematicas» se reduce a selec-
cionar la regla adecuada en cada situacién. En el contexto de la proporcionalidad,
esto pasa necesariamente por desterrar completamente la regla de tres y otros pro-
cedimientos mecanicos, y poner énfasis en los fundamentos conceptuales que pueden
utilizarse para resolver cualquier tipo de situacién de forma natural.
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