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1. INTRODUCCION

Las matematicas no son un conjunto de saberes compartimentados en
ramas bien separadas. Por su naturaleza, se establecen importantes co-
nexiones entre todas ellas y, no en vano, muchos de los grandes hitos en
la historia de las matematicas sirven para ilustrar esta cuestion. Por
ejemplo, Descartes, cuando en el siglo XVII funde geometria y algebra,
abre campos impensables hasta entonces, cuando cada una de estas ra-
mas se ocupaba de problemas diferentes. Mas recientemente, ya en los
afios 90 del siglo XX, Andrew Wiles establece conexiones profundas
entre problemas aparentemente no relacionados para demostrar el ul-
timo teorema de Fermat.

Asi pues, las conexiones, en matematicas, son importantes per se. No
solo para hacerlas avanzar, sino que, epistemoldgicamente, forman parte
de su naturaleza. Por lo tanto, los procesos de ensenanza y aprendizaje
deben tener en cuenta las conexiones en los disefos didacticos. En con-
sonancia, los Principios y estandares para la educacion matematica del
NCTM (2000), una de las orientaciones internacionales de mas relevan-
cia de los ultimos afios, las consideran como uno de los diez estandares.

De esta manera, se subraya la importancia que tienen las conexiones, no
solo como un elemento intrinseco de las matematicas, sino también
como un motor de aprendizaje y como un indicador de comprension pro-
funda (NCTM, 2000, p. 64). En el aula, el alumnado no solo aprende
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matematicas, sino su utilidad y cdémo se conectan las matematicas entre
si (conexiones intra matematicas) y con otras materias o experiencias
(conexiones extra matematicas). En particular, en estos Principios y es-
tandares del NCTM se enfatiza la necesidad de una ensefianza y apren-
dizaje que conduzcan a a) Reconocer y usar las conexiones entre las
ideas matematicas; b) Comprender como las ideas matematicas se inter-
conectan y se construyen una sobre otra para producir un todo coherente;
¢) Reconocer y aplicar las matematicas en contextos fuera de las mate-
maticas.

La importancia de las conexiones queda recogida en el reciente curriculo
de Matematicas en Espafia, al amparo de la LOMLOE, cuyas lineas es-
tatales las marcan el Real Decreto 157/2022, de 1 de marzo, por el que
se establecen la ordenacion y las ensefianzas minimas de la Educacion
Primaria; el Real Decreto 217/2022, de 29 de marzo, por el que se esta-
blece la ordenacion y las ensefianzas minimas de la Educacion Secun-
daria Obligatoria y el Real Decreto 243/2022, de 5 de abril, por el que
se establecen la ordenacion y las ensefianzas minimas del Bachillerato.
En particular, en estos curriculos el estindar del NCTM (2000) se iden-
tifica claramente en un eje de competencias especificas dedicado a las
conexiones. En Educacion Primaria lo forma una tnica competencia es-
pecifica, que integra esas conexiones intra y extra matematicas que co-
mentdbamos antes:

Reconocer y utilizar conexiones entre las diferentes ideas matematicas,
asi como identificar las matematicas implicadas en otras 4reas o en la
vida cotidiana, interrelacionando conceptos y procedimientos, para in-
terpretar situaciones y contextos diversos. (Real Decreto 157/2022, de 1
de marzo).

En Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato se divide en dos
competencias especificas. A continuacion, recogemos las correspon-
dientes a la ESO, donde se aprecia que se dedica una competencia a las
conexiones internas de las propias matematicas y otra competencia para
las conexiones externas:

Reconocer y utilizar conexiones entre los diferentes elementos matema-

ticos, interconectando conceptos y procedimientos, para desarrollar una
vision de las matematicas como un todo integrado.



Identificar las matematicas implicadas en otras materias y en situaciones
reales susceptibles de ser abordadas en términos matematicos, interrela-
cionando conceptos y procedimientos, para aplicarlos en situaciones di-
versas. (Real Decreto 217/2022, de 29 de marzo).

Sin duda, los nuevos curriculos supondran un reto para los docentes pues
incorporan novedades importantes. Por ejemplo, los criterios de evalua-
cion se refieren Uinicamente a las competencias especificas, por lo que
los docentes deberan articular situaciones de aprendizaje para desarro-
llarlas al mismo tiempo que se construyen los saberes. Estos saberes se
articulan por primera vez en lo que se denomina sentidos (numérico, de
la medida, espacial, algebraico, estocéstico y socioafectivo), en lugar de
en bloques de contenidos. La intencidn es que, de esta manera, se sub-
raya el caracter competencial, la permeabilidad entre los diferentes sa-
beres y se promueve el establecimiento de conexiones.

Las conexiones entre los diferentes saberes matematicos en el ambito de
las matematicas escolares se pueden rastrear en diferentes trabajos de
investigacion y en descripciones de experiencias docentes. En el pre-
sente trabajo nos centraremos en las fracciones, como excusa para ilus-
trar un ejemplo de conexion entre dos sentidos, en este caso, el numérico
y el de la medida.

El sentido numérico es la habilidad para descomponer numeros de forma
natural, emplear referentes numéricos de forma apropiada y agil, usar
las relaciones entre las operaciones aritméticas de manera flexible y
creativa en la resolucion de problemas, comprender el sistema de nume-
racion posicional de base 10, estimar, dar significado a los nimeros y
reconocer su magnitud (Sowder, 1992). El desarrollo del sentido numé-
rico no se relaciona Unicamente con aquellas ideas y conceptos alrede-
dor de los nimeros que se van trabajando en los procesos de ensefianza
y aprendizaje, sino que también tiene una faceta muy personal y se rela-
ciona con como se ha llegado a dichos conceptos y las conexiones que
se establecen (Anghileri, 2006).

El sentido de la medida, por su parte, se describe en el Real Decreto de
Ensefianzas minimas como:



El sentido de la medida se caracteriza por la comprension y comparacion
de atributos de los objetos del mundo natural. Entender y elegir las uni-
dades adecuadas para estimar, medir y comparar; utilizar instrumentos
adecuados para realizar mediciones, y comprender las relaciones entre
magnitudes, utilizando la experimentacion, son sus elementos centrales.
(Real Decreto 157/2022, de 1 de marzo).

Esta descripcion merece ser ampliada y desarrollada, precisamente, a
partir de las conexiones con otros sentidos. ;Por qué la medida en ma-
tematicas? En primer lugar, la medida engloba un conjunto de saberes
que resultan de gran practicidad en situaciones de la vida cotidiana. Asi,
la medida ofrece contextos de aprendizaje y oportunidades de conexion
excelentes para aplicar y relacionar otros saberes, como operaciones
aritméticas, ideas geométricas, relaciones y funciones o estadistica.

Sin embargo, la medida en matematicas es particularmente especial por
otro motivo. Al verbalizar las acciones que se realizan en situaciones
que involucran la manipulacion de magnitudes y, especialmente, la co-
municacion del resultado de un proceso de medida surge la necesidad de
un nuevo tipo de numero: el nimero racional positivo, en sus multiples
representaciones simbolicas (fracciones, decimales, etc.). El desarrollo
curricular de la LOMLOE de Aragén recoge esta conexion, tanto en su
normativa para Educacion Primaria (Orden ECD/1112/2022, de 18 de
julio) como para Educacion Secundaria Obligatoria (Orden
ECD/1172/2022, de 2 de agosto).

Por altimo, una gestion de aula desde los procesos de resolucion de pro-
blemas atendera al sentido socioafectivo, por lo que también surgiran
conexiones con este. [gualmente, el uso de representaciones comparti-
das con la geometria llevaria a establecer conexiones con el sentido es-
pacial. No obstante, nos limitaremos a estudiar las conexiones entre el
sentido numérico y de la medida relativas a la construccion de las frac-
ciones.

2. OBJETIVOS

El presente trabajo se plantea como objetivo identificar el estableci-
miento de conexiones entre el sentido numérico y el sentido de la me-
dida. En particular, queremos indagar como, a través de tareas que



ejemplifican la introduccion de las fracciones desde un modelo de apren-
dizaje basado en la medida (Escolano, 2007), se desarrollan aspectos
caracteristicos del sentido numérico.

3. METODOLOGIA

Tomamos como base para el desarrollo del proyecto la metodologia Les-
son Study, en espaiiol Estudio de Clase (Lewis y otros, 2006). Este tér-
mino referencia a las estrategias de desarrollo curricular y profesional
llevadas a cabo en Japon que, aunque de caracteristicas dispares, tienen
como nexo comun que las sesiones de clase son observadas de forma
presencial por un grupo de profesores que recogen datos tanto sobre el
aprendizaje de los alumnos, como sobre los procesos de ensefianza pues-
tos en juego por el docente, para después analizarlos y reflexionar sobre
ellos de forma colaborativa. Se situa, por tanto, dentro del paradigma de
la investigacion-accion al ser los propios practicos, acompafiados por
teoricos, los que protagonizan el proceso de investigacion (Elliot, 2015)

Las fases en las que se compone un Estudio de Clase -estudio, planifica-
cion, accion/observacion y reflexion- se suceden ciclicamente, de forma
que el profesor observado pasa a ser observador y uno de los observado-
res imparte la leccion en el siguiente ciclo (Ono y Ferreira, 2010).

Para aplicar esta metodologia se formo un grupo de ocho profesores de
un centro de secundaria (IES Pilar Lorengar de Zaragoza) y otros dos
profesores del area de Didactica de la Matematica de la Universidad de
Zaragoza. Ademas, el profesor del centro de secundaria que coordinaba
el proyecto (y primer autor de este trabajo) también era profesor del area
de Didactica de las Matematicas de la Universidad de Zaragoza. Las ca-
racteristicas organizativas del centro hicieron imposible que todos los
miembros del grupo de trabajo observaran las sesiones de clase imparti-
das, por lo que el grupo de trabajo completo participd en las fases de
estudio y reflexion, en las que se proponia el disefio de las sesiones y se
evaluaba su funcionamiento. La fase de accion la realizaron el coordi-
nador del proyecto y otra profesora del centro de secundaria. Las parti-
cularidades de la organizacion durante el proyecto, asi como el total de



unidades didacticas que se abordaron, pueden consultarse en los trabajos
de Martinez-Juste (2020) y Martinez-Juste y Domenech (2019).

La seleccion de la muestra fue intencional, atendiendo a la disposicion
del centro escolar y a la disponibilidad del primer autor, que, como he-
mos dicho, también actiia como profesor en esta experiencia. En total,
se actuo sobre 97 alumnos y alumnas de 1° de ESO que se distribuian en
4 grupos de clase. En un primer momento se desarrollaron dos ciclos de
investigacion-accion en dos grupos con observacion directa dentro de
clase, y en un segundo momento, la propuesta final se llevo a cabo en el
resto de los grupos de 1° de ESO que participaron en el proyecto.

Para la elaboracion de la propuesta de ensefianza se utilizo un enfoque
de ensefanza a través de la resolucion de problemas (Beltran-Pellicer y
Martinez-Juste, 2021). Este enfoque sigue un modelo de constructi-
vismo guiado que aparece como alternativa a los enfoques para y sobre
la resolucion de problemas. La ensefanza para la resolucion de proble-
mas hace referencia a una concepcion instrumental de la educacion ma-
tematica en la que en un primer momento se expone el conocimiento y
posteriormente el alumnado lo aplica. La ensefianza sobre la resolucion
de problemas se centra en promover la competencia del alumnado en la
resolucion de problemas a partir de estrategias generales y el uso de heu-
risticos. En el enfoque de ensefianza a través de la resolucion de proble-
mas los alumnos adquieren el conocimiento enfrentandose a la resolu-
cion de problemas disefiados por el profesor o la profesora con la inten-
cion de hacer emerger los contenidos matematicos.

Ademas, tiene en cuenta una vision inclusiva de la educacion en donde el
disefio inicial se planifica para dar respuesta a las diferencias individuales:

Con el enfoque a través de la resolucion de problemas se asume esa di-
versidad continuamente. Para comprender como se atiende esta diversi-
dad es necesario tener en cuenta que, después de cada unidad, no todos
los alumnos van a aprender lo mismo. [..] cada alumno crea sus propios
significados personales sobre el contenido matematico.

Las secuencias didacticas, por tanto, deben facilitar el desarrollo de estos
significados. Por eso, las actividades [...] tienen un suelo bajo y un techo
alto (low floor- high ceiling). Es decir, tienen un punto de entrada ase-
quible para todos, sin planos de abstraccion formal innecesarios que im-
pidan el acceso a las ideas matematicas que hay detrds. Y permiten



progresar y profundizar, enriqueciendo esos significados personales y
facilitando el maximo desarrollo personal de cada alumno. (Beltran-Pe-
llicer y Martinez-Juste, 2021).

4. RESULTADOS Y DISCUSION

En esta seccion presentamos las ideas principales y el esquema de la
secuencia didactica resultante de los diferentes ciclos de investigacion
realizados y discutimos algunas de las producciones del alumnado.

4.1. ACTIVIDADES DE MEDIDA CON UNIDADES ARBITRARIAS

De entre los diferentes significados asociados al nimero racional y su
representacion simbolica en forma de fraccion (Behr y otros, 1983; Kie-
ren, 1980), se selecciond el relacionado con las actividades de medida
como significado inicial para la construccion de los contenidos en la se-
cuencia didactica. Este significado, segun Escolano (2007), esta en el
origen historico del nimero racional positivo, ademas, la ensefianza ba-
sada en dicho subconstructo se muestra util para paliar las deficiencias
detectadas en la ensefianza habitual de las fracciones en Educacion Pri-
maria alrededor de los modelos parte-todo.

En este sentido, siguiendo las ideas de Escolano (2007), planeamos un
modelo de ensefanza de la fraccion a través de la medida de la magnitud
longitud. El alumnado, usando una unidad arbitraria proporcionada por
el profesorado, realiza diferentes actividades de medida utilizando ma-
terial manipulativo (ver FIGURA 1). La fraccién aparece de este modo
como resultado de expresar numéricamente una cantidad de magnitud,
en nuestro caso longitud.

El material manipulativo consistia basicamente en tiras de papel (y tam-
bién tiras de otros materiales como cartulinas o goma EVA). Para los
objetos soportes de la unidad se recortaron tiras equivalentes al largo de
un DIN-A4. Para los objetos que se median se utilizaron tiras de papel
térmico.



FIGURA 1. Alumnas de 1° de ESO realiza una actividad de medida (miden la longitud de la
tira verde) con unidades arbitrarias (largo de un DIN-A4 en tiras de papel blanco) con sen-
tido de calculo en el que el resultado se puede expresar como una fraccion de la unidad.

Fuente: elaboracién propia.

El alumnado en las primeras sesiones realiza actividades de medida de
la magnitud longitud con unidades arbitrarias, tanto en sentido de
calculo como en sentido de construccion (Chamorro y Belmonte, 1991).

En las actividades de calculo, dadas tiras de una cantidad racional (res-
pecto a la unidad elegida) que previamente preparaba el profesorado, el
alumnado debia calcular su medida mediante una técnica directa de re-
cubrimiento con unidades o subunidades. Por ejemplo, como se muestra
en la FIGURA 1, las alumnas para cubrir la tira verde han necesitado dividir
la unidad en dos partes iguales y han necesitado cinco de esas partes
para cubrir el objeto, es decir la tira verde mide 5/2 u. Por tanto, me-
diante este modelo se interpreta la fraccion como una cantidad de mag-
nitud (la longitud que tienen las tiras), el numerador como el nimero de
subunidades necesarias para cubrir el objeto y el denominador da cuenta
del tamafo de las subunidades indicando en cuantas partes ha quedado
dividida la unidad para generar las subunidades.



Por otra parte, en las actividades de construccion al alumnado se le in-
dica que debe recortar una tira de una medida proporcionada por el do-
cente en forma de fraccion de la unidad.

Las actividades con material manipulativo van siempre acompanadas de
la actividad equivalente en la que se trabaja la representacion grafica de
la fraccion. Asi, el alumnado, poco a poco, construye un significado aso-
ciado a la fraccion mediante las actividades manipulativas que se tras-
lada paulatinamente al trabajo con las representaciones graficas con el
objetivo de forma que puedan evocar las manipulaciones hechas para
realizar argumentaciones en las actividades posteriores sin el material.

La construccion de significado a partir de estas actividades asociadas al
sentido de la medida se muestra efectiva desde las primeras sesiones en
el desarrollo del sentido numérico. Este avance se evalua con activida-
des como la que se muestra en la FIGURA 2. En este tipo de actividades,
el alumnado debe razonar empleando los significados del modelo de me-
dida y evocando las acciones realizadas con el material, la respuesta a
tareas de comparacion o aproximacion de fracciones sin haber trabajado
técnicas numéricas especificas.

FIGURA 2. Actividades para evaluar la adquisicién del sentido numeérico tras realizar el
trabajo con el material manipulativo para construir un significado de medida para la fraccion.

N . N ‘ . 11
[2.4] ¢A qué papiro se parece mas uno que mide b

. 9
[2.1] Un papiro de 3 Bu es... Bu?

a) ... mas largo que un Bu. a) A un papiro de un Bu.

b) ... més corto que un Bu. b) A un papiro de medio Bu.

. A iro de tercio d 5
c) ... igual de largo que un Bu. €} A un papiro de tercio de Bu

. ) . d) Imposible saberlo sin hacer cuentas.
d) ... imposible saberlo sin hacer cuentas.

Fuente: elaboracion propia.

A modo de ejemplo, en la TABLA 1, se muestran los resultados obtenidos
en las preguntas de la FIGURA 2 durante la implementacion. Como vemos
en las casillas grises correspondientes a las respuestas correctas, una am-
plia mayoria de alumnos pudo contestar correctamente utilizando los ar-
gumentos propios del modelo de medida, aunque es destacable que la



tarea de aproximacion durante estas primeras sesiones resulté de una
mayor dificultad que la de comparacion.

TABLA 1. Frecuencias absolutas y porcentaje (N=97) de respuestas a dos preguntas de
opcion multiple para evaluar el sentido numérico tras la segunda sesion de la secuencia.
En gris se marca la respuesta correcta.

Opcion a Opcion b Opcién. ¢ Opcion d
Frec. | Porc. | Frec. | Porc. | Frec. | Porc. | Frec. | Porc.
item 2.1 91 94 % 6 6 % 0 0% 0 0%
item 2.4 11 1% 14 14 % 70 2% 2 2%

Fuente: elaboracién propia.
4.2. EQUIVALENCIA Y ORDEN

Aunque las primeras sesiones se centran esencialmente en la construc-
cion de significado, las actividades promueven la aparicion de los pri-
meros debates en torno al concepto de equivalencia.

En concreto, en la segunda sesion se propuso una actividad de construc-
cion en la que la medida proporcionada por el profesorado estaba expre-
sada mediante una fraccion reducible. En general, los equipos no refle-
xionaron sobre este hecho (a pesar de que tienen conocimientos previos
sobre fracciones) y construyeron las tiras de papel utilizando la subuni-
dad expresada en el enunciado. Por ejemplo, si el enunciado pedia cons-
truir una tira de 18/4 u, los equipos lo hicieron empleando piezas de
cuarto de unidad (y no nueve piezas de media unidad). Tras la construc-
cion, los equipos debian intercambiarse las tiras (en cada equipo se habia
solicitado una medida diferente) y calcular la medida de la tira cons-
truida por el equipo vecino. En la actividad de calculo, generalmente,
los alumnos dieron con la medida expresada por la fraccion irreducible.
Al comunicar el resultado a los “constructores” se generaron discusiones
sobre la correccion de la medida hecha.

Estos debates se aprovecharon por los profesores para generar un mural
en el aula, de forma previa a la institucionalizacion del concepto de frac-
cion equivalente, en el que se mostraba una misma tira que se habia me-
dido con subunidades de diferente tamafio (ver FIGURA 3).



FIGURA 3. Detalle del mural construido en uno de los grupos a partir de los debates gene-
rados en la sesién de construccion.

%
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Fuente: elaboracion propia.

Posteriormente, se dedican dos sesiones a trabajar el concepto de equi-
valencia. Para ello se proponen actividades en las que se “parten” las
subunidades, pero la longitud total del objeto que se mide no cambia, o
en las que las subunidades se “agrupan” convenientemente para medir
un objeto con subunidades de mayor tamafio. Tras estas actividades se
propone al alumnado que proponga técnicas para encontrar fracciones
“diferentes” pero que expresen la misma longitud. De esta forma, nos
acercamos al concepto de equivalencia y fraccion irreducible y a las téc-
nicas de amplificacion y simplificacion de fracciones.

Tras la equivalencia se introducen actividades para trabajar el orden en-
tre fracciones mediante contextos en los que hay que ordenar de mayor
a menor longitud unas tiras dadas. Aparecen tres técnicas generales para
ordenar las fracciones: representar graficamente para visualizar qué tira
es mas larga, expresar en el mismo tipo de subunidades mediante equi-
valencia para ver qué tira esta cubierta por un mayor nimero de subuni-
dades (poner comuin denominador) y expresar mediante equivalencia
con fracciones que tienen el mismo numero de subunidades para decidir
comparando el tamano de la subunidad cual de las tiras es mayor (poner
comun numerador).

A partir de estas técnicas se proponen diferentes actividades y se refle-
xiona sobre cual de las técnicas puede ser mas eficiente en cada caso
(ver FIGURA 4), conectando también asi con el pensamiento computacio-
nal.
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FIGURA 4. Algunas actividades de ordenacion de fracciones en la secuencia.

[3.1] Ordena de mas corta a mas larga las medidas de los siguientes papiros, explica tu respuesta:

S Bi i B 6 Bi
i u, 7 u, - u

[3.2] Ordena de mds corta a mas larga las medidas de los siguientes papiros, explica tu respuesta:

33 38 3l:'v’
4u, 7u, 5u

[3.2] Ordena de mds corta a més larga las medidas de los siguientes papiros, explica tu respuesta:

33 113 GB
7u, ?u, gu

Fuente: elaboracién propia.

Ademas de las técnicas generales, en determinadas actividades (como la
3.2 que se observa en la FIGURA 4) también se realizan ordenaciones me-
diante otros argumentos que ponen en juego el sentido numérico del
alumnado. Otro ejemplo, lo podemos observar en el item de una de las
pruebas escritas de evaluacion que se realizaron que se presenta en la
FIGURA 5.

FIGURA 5. Pregunta para valorar la adquisicién del sentido numérico alrededor del con-
cepto de orden de fracciones.

. 175 01 43
[2.2] Dadas las fracciones — — —, el orden
53 101 11

correcto es...

175 91 43

a) .. — < —
53 101 41
91 13 175
b).—<—=-<—.
101 41 53
91 175 43
c)..— —
101 53 11
43 91 175
d) ...

a1 1o 53"

Fuente: elaboracién propia.



En este item, ningin alumno empled una técnica numérica y el 62 % de
los 97 alumnos contestaron correctamente empleando argumentos del
modelo de medida.

4.3. ACTIVIDADES DE TIPO UP AND D_JWN Y CONEXION CON EL SIGNIFICADO
DE OPERADOR

Antes de avanzar hacia las operaciones con fracciones, se decidio que la
secuencia didactica debia seguir ahondando en los significados y dife-
rentes subconstructos de la fraccion. De este modo se introdujeron acti-
vidades poco frecuentes en las propuestas tradicionales para trabajar la
fraccion (Domenech y Martinez-Juste, 2019). Se trata de actividades de
tipo up and down.

En este tipo de actividades al alumnado se le solicita representar o cons-
truir un cierto objeto con una medida dada en forma de fraccion, pero en
este caso no se proporcionan objetos unidad (o su representacion). En
vez de ello se les proporciona un objeto (o su representacion) infor-
mando de la medida en forma de fraccion que tiene dicho objeto.

Buforn y otros (2018) caracterizan de la siguiente manera el razona-
miento que debe ponerse en juego en este tipo de actividades:

[...] implica coordinar la idea de la fraccion como una unidad multiple
(a/b=aveces 1/b) con la idea de fraccion unitaria (1/n) como una unidad
iterativa y se manifiesta en las actividades de representar fracciones a
partir de otra fraccion.

Un ejemplo de este tipo de actividad lo podemos observar en la parte
izquierda de la FIGURA 6. En ella se proporciona la representacion de una
longitud de 3/4 km y se pide al alumnado representar 9/4 km, 5/2 km,
11/8 km. Aunque no se trata de la primera situacion de este tipo que se
presenta al alumnado durante la secuencia, cabe destacar que el trabajo
previo con la construccion de significado, con las representaciones gra-
ficas y con las tareas de medida y construccion utilizando dichas repre-
sentaciones, permite al alumnado afrontar con éxito estas tareas poco
convencionales. Por ejemplo, en la actividad que se muestra en la FIGURA
6, un 68 % del alumnado contest6 correctamente al apartado a) y un 53
% resolvid correctamente los tres apartados del problema.



FIGURA 6. Problema que pone en juego el razonamiento de tipo up and down (izquierda)
y dos respuestas de los alumnos durante la implementacion (derecha).

i
[9) La siguiente bara reprecents una longitud de £ km.

==

TR T

(£ il s s o L awd O
AT
crrTTy
E—==13

N B TR

a) Hai la represeniacin grifica de uns carrers en k que hay que recorrer - km. Pintala en rofo i A e h e A T AT o |
b) Haz la representacion grifica de una canrera en ls gue hay que recorver - k. Pintals en azul T¥T T

] Har s representacitn grafica de una carrera en la que hay gue reconmer %-‘ . Pirtala &n negro T Ty ]

Fuente: elaboracién propia.

En la parte derecha de la FIGURA 6, observamos dos respuestas correctas
al problema de razonamiento up and down. Vemos cémo en ambas los
estudiantes han construido de forma previa la representacion grafica de
la unidad para después construir las representaciones que se solicitaban.

Durante la propuesta el alumnado se enfrenta a multiples tareas de este
tipo y, ademas, se aprovecharon las actividades propuestas para comen-
zar a conectar con el significado de operador de la fraccion.

Un ejemplo de esta conexion lo vemos en el “problema [3]” en la parte
izquierda de la FIGURA 7. En dicho problema se representa una carrera y
se sombre parte de dicha carrera proporcionando como dato los kilome-
tros que representa esa parte sombreada. A partir de dicha informacion
los tres primeros apartados se construyen como andamiaje para afrontar
la actividad up and down que propone el cuarto apartado. Sin embargo,
en el ultimo apartado, la fraccion proporcionada como dato cambia de
referente (o de unidad) no proporcionando una medida en kilémetros,
sino que enuncia como parte del total de la carrera y se pide su equiva-
lencia en kilometros. La resolucion de los apartados anteriores y la re-
presentacion grafica ayudan al alumnado a poder resolver la tarea.



FIGURA 7. Problemas para conectar los significados de medida y de operador en la se-
cuencia didactica.
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Fuente: elaboracién propia.

Otros ejemplos de conexion entre el significado de medida y de operador
los observamos en la parte derecha de la FIGURA 7. El alumnado ya acos-
tumbrado al significado de medida trabaja comodamente con las repre-
sentaciones simbolicas con la magnitud tiempo del tipo 3/4 h. Asi apo-
yandose en la representacion grafica son capaces de realizar la conver-
sion a minutos de esa medida de tiempo, trabajando de esta forma la
obtencion contextualizada de 3/4 de 60, sin necesidad de introducir téc-
nicas especificas de calculo para la fraccion con significado de operador
de forma previa.

En la prueba escrita de evaluacion final un 72 % del alumnado partici-
pante fue capaz de cambiar entre la representacion en forma de fraccion
de una cantidad de tiempo medida en horas y el equivalente de dicha
cantidad representado por un nimero natural de minutos. En este sen-
tido, también es destacable el alto porcentaje de acierto en esta prueba
final que se obtvo en problemas “clasicos” de fraccion con significado
de operador, incluso en los mas complicados. Por ejemplo, en el pro-
blema “He gastado en comer los [1Tdel dinero que tenia. SI la comida
me ha costado ['1€. ;Cuanto dinero tenia?”, en el que conocida la parte
debe calcularse el total, el porcentaje de acierto fue del 77 %.



4.4. SITUACIONES ADITIVAS

La secuencia continia con la introduccién de las situaciones aditivas,
tanto formales como concretas. Para ello, no se proporciona un algo-
ritmo de suma (o resta de fracciones) sino que las actividades contex-
tualizadas alrededor del significado de medida de la fraccion pretenden
guiar hacia la construccion de dicho algoritmo. En este sentido se trabaja
el significado de la suma de fracciones como la agregacion de dos can-
tidades de magnitud (en este caso longitud). Asi se proporcionan situa-
ciones como la que se esquematiza en la FIGURA 8. Es decir, se propone
al alumnado una situacion en la que hay que unir dos tiras por sus extre-
mos, se proporciona la medida en forma de fraccion de cada una de ellas
y se solicita determinar cuanto mide la tira resultante.

FIGURA 8. Esquema de la situacion introductoria para la suma de fracciones.

Unidad Unidad

3+5
2 4

Fuente: elaboracién propia.

Por un lado, el resultado de la accion viene simbolizado por la suma de
las fracciones que representan la medida de cada uno de los objetos ini-
ciales. Por otro lado, para expresar dicha medida mediante una fraccion
deben tener el nuevo objeto medido en el mismo tipo de subunidades
para determinar cudntas de esas subunidades hacen falta para cubrir di-
cho objeto. Aparece asi la técnica de expresar las fracciones en el mismo
tipo de subunidades (poner comin denominador) y recontar las subuni-
dades necesarias (sumar numeradores). La representacion grafica de esta
técnica puede observarse en el esquema presentado en la FIGURA 9.

FIGURA 9. Esquema de resolucion de la situacion introductoria para la suma de fracciones.
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Fuente: elaboracién propia.

Sobre las diferentes resoluciones que aparecieron alrededor de esta ta-
rea, resaltamos que en el enfoque a través de la resolucion de problemas,
el éxito de las situaciones iniciales no se mide segun el éxito global en
la tarea, sino si tras los debates posteriores a su resolucion, o intento de
la misma. Asi, los diferentes acercamientos permiten construir una ade-
cuada institucionalizacion. Es decir, tras la puesta en comun, se debaten
planteamientos correctos e incorrectos, para hablar de por qué si o por
qué no la técnica empleada ha permitido dar una respuesta correcta.

En este sentido, en la tarea de la suma suelen aparecer "estrategias inco-
rrectas" como es la suma de numeradores y denominadores, o aquellas
en las que solo se indica el nimero de piezas que cubren el objeto (su-
mando los numeradores sin poner comun denominador los numeradores
y dar esa suma como respuesta), y diferentes estrategias correctas que
pasan desde las Optimas (partir todo en cuartos para medir) o buscar
subunidades mas pequefias cuando representan el grafico en una hoja
cuadriculada. La riqueza de la situacion y de las producciones que ge-
nera el alumnado se mide en términos de oportunidad para construir el
conocimiento. Si solo aparecen soluciones con denominador 1/4 puede
llevar a pensar a alguna parte del alumnado que siempre hay que medir
en el tamafio que indica el denominador mayor (o la subunidad mas pe-
quefia), asi si aparecen soluciones no dptimas, en este caso con denomi-
nador 1/8, por ejemplo, el debate es mas rico. Ademas, la presencia de
soluciones incorrectas se puede aprovechar para debatir, por qué, por
ejemplo, para comparar fracciones puede ser Util poner comin numera-
dor, sin embargo, para sumar no lo es.



Tras la introduccion de la suma se trabaja la resta de forma similar y se
refuerzan las técnicas para realizar de forma 6ptima operaciones aditivo-
concretas con fracciones.

En esta fase de la propuesta también se trabaja la densidad de los racio-
nales. La situacion introductoria se contextualiza reflexionando sobre si
siempre puedo encontrar un palo de longitud que sea mas largo que un
palo de longitud dada y mas corto que otro cuya longitud también cono-
cemos. De esta forma, la continuidad de la manitud longitud nos ayuda
a introducir el concepto de densidad (cuestion muy compleja si se usan
modelos discretos del tipo parte-todo). La reflexion inicial sobre la po-
sibilidad de encontrarlo deriva en la busqueda de una técnica para ha-
cerlo de manera simbolica. Esta técnica pasa por expresar las longitudes
conocidas en el mismo tipo de subunidades y, eventualmente, amplificar
dichas expresiones simbodlicas, para encontrar longitudes intermedias.

Ademas de las situaciones aditivo-concretas, se trabajan colecciones de
problemas contextualizados que repasan las posibles estructuras seman-
ticas de problemas aditivos en una etapa cuando los datos vienen expre-
sados en forma de fraccion con significado de medida.

Durante esta fase de la secuencia (y también durante la siguiente al tra-
bajar la situaciones multiplicativas) se incorporan frecuentemente acti-
vidades de tipo problem posing (Silver, 1994), es decir, el alumnado
debe proponer (y eventualmente también resolver) el enunciado de un
problema realista que se resuelva mediante una operacion entre fraccio-
nes que se le proporciona (ver FIGURA 10). Se trata de un tipo de tarea
abierta, de alta demanda cognitiva, que es habitual en el ejercicio de las
matematicas, que fomenta la creatividad y mejora la actitudes del alum-
nado.



FIGURA 10. Problema concreto de estructura Estado-Comparacién-Estado propuesto por
un alumno.
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Fuente: elaboracién propia.

El disefo de este tipo de actividades permite diferentes grados de con-
crecion. Entre las concreciones que pueden darse destacamos las si-
guientes que estan ligadas al trabajo con las fracciones desde el modelo
de medida:

1. Determinar el tipo de operacion o proporcionar los datos nu-
méricos concretos.

2. Determinar o no el tipo de magnitud que debe estar involu-
crada en la situacion.

3. Determinar o no la unidad a la que deben estar referidas las
fracciones.

Como vemos, en el problema de la FIGURA 10 se especifica la operacion
concreta que debe modelizar el problema, asi como la magnitud y la
unidad (peso y kilogramo) a las que estan referidas las fracciones. Ade-
mas, se especifica que el problema debe ser realista. Lejos de suponer
una simplificacion, las anteriores especificaciones obligan a gestionar el
significado de las fracciones involucradas y a poner en juego caracteris-
ticas del sentido numérico y del sentido de la medida como la estimacion
de la cantidad de magnitud de los objetos que los alumnos incorporan
en el contexto. Asi, en la produccion que vemos en dicha figura el
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alumno ha propuesto un contexto realista de estructura semantica Es-
tado-Comparacion-Estado. Ademas vemos que ha utilizado algunos
heuristicos para la propuesta de resolucion como el grafico que obser-
vamos en la esquina inferior izquierda. A pesar de que propone un buen
contexto que puede ser realista, la estimacion de la cantidad de magnitud
peso del objeto estuche puede parecer excesiva, lo que puede aprove-
charse en el debate posterior a la realizacion de la actividad para estimar
el peso en kilogramos de objetos cotidianos.

4.5. SITUACIONES MULTIPLICATIVAS

La multiplicacion y division de fracciones se trabaja de manera informal
en primero, ya que se estimo conveniente profundizar en su significado
en la secuencia para 2° de ESO. En 2° de ESO se trabaja un modelo de
medida alrededor de la magnitud area, realizando medidas directas de
“manteles” (rectangulos proporcionados por el profesor con una medida
concreta) con unidad de magnitud cuadrados que representan “serville-
tas” (cuadrados de papel cuyo lado mide el largo de un DIN-A4).

Para acercarnos a la multiplicacion se propone calcular el area de un
rectangulo mediante dos técnicas diferentes que deben dar, necesaria-
mente, el mismo resultado. Por un lado una medida directa cubriendo
con subunidades, y por otro con una técnica indirecta como resultado de
la multiplicacion de las dimensiones del rectangulo.

Como comentamos en el apartado anterior, ademas de las situaciones
multiplicativo-formales, se trabaja de forma exhaustiva la resolucion de
situaciones multiplicativo-concretas disefiadas a partir de las diferentes
estructuras semanticas de problemas en una etapa.

A pesar de que, como hemos dicho, en 1° de ESO, no se profundiza en
el significado de estas situaciones, realizando un acercamiento informal,
el trabajo previo en toda la secuencia permite el desarrollo de habilida-
des propias del sentido numérico alrededor de la multiplicacion y divi-
sion de fracciones. Por ejemplo, en la FIGURA 11 observamos el razona-
miento de una alumna para aproximar el resultado de la multiplicacion
de dos fracciones “complejas” sin necesidad de realizar calculos o des-
plegar técnicas numéricas especificas.



FIGURA 11. Argumentacion de un alumno en una pregunta de respuesta multiple para
evaluar la adquisicion del sentido numérico alrededor de una situacion multiplicativo-con-
creta con fracciones.
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Fuente: elaboracién propia.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo mostramos una secuencia para trabajar la fraccion en los
primeros cursos de secundaria en la que se trabajan las conexiones entre
diferentes sentidos matematicos, especialmente entre el sentido de la
medida y el sentido numérico. El alumnado que ha seguido la propuesta
se muestra competente para abordar enunciados tradicionales sobre frac-
ciones a la vez que es capaz de resolver una mayor variedad de situacio-
nes que no aparecen en la practica habitual.

Ademas, esta secuencia no ha sido elaborada por tedricos de forma ajena
a la practica. Todo lo contrario, ha sido elaborada por practicos, profe-
sores de secundaria, con el apoyo de docentes universitarios. Lo que ha
supuesto una oportunidad de desarrollo profesional para los primeros y
una oportunidad de para la transferencia de conocimiento para los se-
gundos.

Uno de los mayores problemas de la formacion continua para profesores
es la ausencia casi absoluta de formacion especifica en didactica de las
matematicas. Hecho que puede extrapolarse a otras especialidades. La
creacion de un grupo de trabajo colaborativo entre docentes de secunda-
ria en activo y docentes universitarios, para disefiar unidades didacticas
y experimentarlas mediante una metodologia consolidada en Ciencias
Sociales, supone una oportunidad inmejorable para la mejora y la inno-
vacion docente y para acercar teoria y practica en el ambito educativo.
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Queremos destacar los beneficios que la observacion de aula entre do-
centes tiene para el desarrollo profesional. Observar como trabaja un
compafiero y, también, dejarse observar con el objetivo de analizar nues-
tras clases; comentar, definir y redefinir desde ese analisis las activida-
des planteadas y las estrategias para introducir los conceptos, supone
una experiencia extremadamente enriquecedora. Esta forma de trabajo
promueve el esfuerzo individual, fomenta una actitud de apertura hacia
otras formas de pensamiento y potencia las habilidades, destrezas y co-
nocimientos de cada profesor implicado mejorando claramente su prac-
tica docente. Aunque numerosos estudios, como el de Garcia y otros
(2019), describen estas ventajas para la formacion inicial de docentes,
queremos destacar los enormes beneficios que tiene también en la for-
macion continua de docentes “experimentados”.

Las oportunidades que ofrecen los nuevos desarrollos curriculares para
el desarrollo profesional de los docentes son claras. Ahora bien, seran
necesarias acciones formativas ambiciosas que trasciendan los habitua-
les cursos y se integren con la practica de aula.
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